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OZET

Gozlemlenmis tek bir zaman serisinden sistemin faz uzayini yeniden inga etmek, kaotik ve karmagik
sistemlerin analizinde kritik 6neme sahiptir. Bu yazida Time-Delay Embedding (TDE) yonteminin
teorik temeli, parametre secimi, hesaplama adimlar1 ve klasik bir 6rnek (Lorenz Attractor) izerinden
nasil uygulanacag anlatilacaktir.

1 Giris
Verilen bir zaman serisi

x(t) = {x1,x2,23,...,ZN}

i¢in, gecikmeli vektorler ile agagidaki gibi bir faz uzay1 olugturalim:

X(t) = (x(t), z(t—1), x(t —271), ..., z(t — (m — 1)7’)).
Burada:

* m : gdomme boyutu (embedding dimension)

* 7 :zaman gecikmesi (time delay)

Bu doniigiim sonucunda elimizde N — (m — 1)7 satir ve m siitunlu bir matris olur; bu matris, sistemin yeniden insa
edilmig faz uzayidir.

Takens Teoremi’ne gore, asagidaki kosullar altinda uygun gomme boyutu m ve gecikme 7 se¢ildiginde, yeniden inga
edilen faz uzay1 topolojik olarak orjinal sisteme diffeomorfik ya da denktir (Takens |1981)):

 Sistem deterministik ve diizgiin (smooth) olmalidir.
+ Olgiilen / gozlemlenen zaman serisi giiriiltii igermemelidir.

* Gozlenen degisken sistemin dinamiklerini yansitmalidir.

Gecikme 7 secimi kritik 6neme sahiptir. Eger 7 ¢ok kiiciikse, gomme vektoriiniin bilesenlerinin korelasyonu yiiksek
olur ve yeterli bilgi elde edilemez. Diger yandan 7 ¢ok biiyiikse, bilegenler arasinda iligki zayiflar ve sistemin dinamigi
yok olabilir. 7 gecikme parametresinin se¢iminde iki popiiler yontem bulunmaktadir:

* Average Mutual Information (AMI): Average Mutual Information, s(t) ile s(¢ — 7) arasindaki bilgi miktarin
olger. Ortak bilgi azaldikca iki degisken daha bagimsiz hale gelir. AMI, korelasyonun dogrusal olmayan
bagimliliklar da yakalamasi bakimindan ACF’ye gore daha geneldir.

1(7) = 3" pis(r) log (pp;))
Burada: v

— p; : s(t) degerlerinin histogramdan elde edilen marjinal olasilik dagilim,
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- pj : s(t — 7) degerlerinin marjinal dagilimu,

— pi;(T) : ortak histogramdan elde edilen ortak olasilik dagilimidir.

Gecikme siiresi olarak genellikle AMI egrisinin ilk yerel minimum noktasi segilir:

7" = arg rTn>1101 (I(7)).

* Otokorelasyon Fonksiyonu (ACF): ACF, s(t) ile s(t — 7) arasindaki dogrusal bagimlilig1 6lger. Daha basit
fakat yalnizca lineer iligkileri yakalayan bir yontemdir. Cogu ¢alismada gecikme siiresi, korelasyonun ekspo-
nansiyel olarak asagidaki seviyeye diistiigii nokta olarak secilir:

R(r*) = éz—z(o).

Gomme boyutu m ¢ok diisiik secildiginde, farkli noktalar ayni1 faz uzay1 koordinatlarina eslenir, aslinda birbirlerinden
uzak olan noktalar faz uzayinda komsu hale gelir ve katlanma (folding) problemi ortaya cikar. Cok yiiksek secildiginde
ise hesaplama (computation) maliyeti yiikselir. Gomme boyutunun m se¢iminde sik olarak False Nearest Neighbors
(FNN) metodu kullanilir (Cao [1997)). Bir noktaya m boyutlu gdbmmede en yakin komsu goriinen bir nokta, gbmme
boyutu m + 1’e ¢ikarildiginda komguluk iligkisini korumuyorsa, bu komsu false neighbor olarak kabul edilir. Amag,
gomme boyutu m yeterince bilyiik oldugunda yanlis komsu oraninin yaklasik sifira indigi boyutu belirlemektir:

m* = argmin FNN(m) = 0.
m

Bu yaklagim, sistemin katlanmadan arindirilmis, dogru topolojik yapida yeniden inga edilmesini saglar. Teorik olarak,
eger sistemin gercek boyutu d ise, genelde m > 2d + 1 yeterli olacak bicimde Onerilir.

2 Lorenz Cekicisi ile Bir Uygulama

Tiim hesaplamalar ve gorsellestirmeler i¢in Python 3.12, NumPy 1.23.1(Harris ve dig.2020), Matplotlib 3.5.2(Hunter
2007), nolds 0.5.2(Scholzel|2019) ve Teaspoon 1.5.29(Khasawneh ve dig. [2025)) kullanilmustir.

Lorenz ¢ekicisi, deterministik kaosun klasik 6rneklerinden biridir ve ii¢ denklemli bir diferansiyel denklem sistemi
olarak tanimlamr. Bu 6rnekte yalmzca x(t) bilesenini gozlem olarak alarak, tek degiskenli bir zaman serisinden faz
uzayini yeniden inga edecegiz.

Lorenz sistemi asagidaki diferansiyel denklemler ile verilir:

d

%za(y_x)7

d
S=alp-2) -y,
d

?;:xy_ﬁza

burada kaotik rejim i¢in parametreler:

olarak alinir.
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Lorenz (ekicisi

Sekil 1: Lorenz sisteminin (1, 1, 1) baslangi¢ degerleri i¢in niimerik ¢oziimii (A¢ = 0.01, N = 10000).

Bu ¢alismada yalmzca x(t) serisini gézlemledigimizi varsayarak, diger iki degiskenin (y(¢) ve z(t)) dogrudan goz-
lemlenmedigi bir durumu ele aliyoruz. Amag, sadece x(t) serisinden hareketle Takens teoremi dogrultusunda sistemin
faz uzayini yeniden inga etmektir.

Lorenz Sistemi x(t) Zaman Serisi

x(t)
)

t

Sekil 2: Lorenz sisteminin z(¢) gozlem serisi.

Gecikme parametresi 7’nin belirlenmesi igin AMI yontemi uygulanms ve Sekil 3’te I(7) egrisi elde edilmigtir. AMI,
dogrusal olmayan bagimliliklar1 da yakalayabildigi icin 6zellikle kaotik sistemler icin otomatik gecikme secimi agi-
sindan tercih edilir. Hesaplama sonucunda 7* = 18 olarak bulunmustur.
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MI

Sekil 3: Hesaplanan 7 vs M I grafigi.

Gecikme parametresi belirlendikten sonra gomme boyutu m iki farkli yol ile belirlenip hesaplamalar gerceklestiril-
mistir. Ik olarak gémme boyutu m icin teorik alt simr, sistemin ger¢ek boyutunun (d = 3) bilindigi varsayilarak
m > 2d + 1 kuralindan m* = 7 olarak belirlenmistir. Ayrica False Nearest Neighbors (FNN) analizi gergeklestiril-
mistir. FNN analizi sonucu gomme boyutu m* = 3 olarak belirlenmistir.
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Sekil 4: n vs E1 & E2 grafigi.

Sekil 5’te, hem teorik hem de FNN yardimiyla secilen parametreler kullanilarak yeniden insa edilen sistemler goriil-
mektedir. Sadece x(t) serisi kullamlarak elde edilen gomme uzay1, Lorenz ¢ekicisinin topolojik yapisim bagarili bir

sekilde yeniden tiretmektedir.
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Yeniden Inga Edilmis Lorenz Cekicisi
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Yeniden Inga Edilmis Lorenz Cekicisi
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Sekil 5: Teorik ve AMI ile elde edilen gobmme boyutu ile yeniden insa edilen Lorenz cekicileri

Sekil 6, yeniden inga edilmis faz uzayindan elde edilen (e, Yre, 2re) Serileri ile Lorenz sisteminin gergek (x,y, z)
serilerinin kargilagtirmasim gostermektedir. Ayrica z(t) zaman serisi i¢in zaman ekseni iizerinde birebir 6rtiigme goz-
lemlenmese de, yeniden inga edilen serilerin geometrik 6zelliklerinin gercek sistemle olduk¢a uyumlu oldugu goriil-

mektedir.
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Sekil 6: Teorik ve AMI ile elde edilen gomme boyutu ile yeniden insa edilen Lorenz cekicilerinin x, y ve z serileri

Yontemin bagarisini sayisal olarak kontrol etmek i¢in, Sample Entropy, Correlation Dimension, Maximal Lyapunov
Exponent ve Hurst Exponent degerleri hem orjinal hem de yeniden insa edilmis seri (7* = 18) i¢in hesaplanmistir.

Tablo 1: Orijinal ve Yeniden Inga Edilmis Serilerin (7* = 18) Istatistiklerinin Kargilagtiriimast

x Tre %A y Yre %A z Zre %A
Sample Entropy 0.15532 0.15578 0.3% 0.15713 0.15564 -09% 0.27064 0.15551 -42.5%
Correlation Dimension  1.26927 1.27065 0.1% 1.23405 1.27063 3.0% 1.43388 1.27015 -11.4%
Lyapunov Exponent 0.00982 0.01056 7.5% 0.01059 0.01061 0.2% 0.01880 0.01066 -43.3%
Hurst Exponent 0.74581 0.72306 -3.0% 0.70881 0.74732 54% 0.62609 0.70649 12.8%
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Tablo sonuglari, x(t) ve y(t) serilerinin yeniden ingasinda TDE’nin yiiksek dogrulukla ¢alistigim gostermektedir.
Sample Entropy, Correlation Dimension ve Lyapunov iissiindeki farklarin sirasiyla %0.1-3 araliginda kalmasi, ma-
nifoldun karmagikligmin ve kaotikliginin biiyiik l¢iide korundugunu dogrular. Ozellikle y bileseni icin Lyapunov
iissiindeki yalmzca %0.2’lik fark, sistemin kaotik karakterinin dogru bicimde yeniden iiretildigine isaret etmektedir.

Buna karsilik z(t) bileseninde gézlenen %40’ 1n iizerindeki Lyapunov ve entropi sapmalari, tek degiskenden yapilan
embedding’in yiiksek boyutlu Lorenz dinamiginin z eksenindeki davranisi tam olarak yakalamada yetersiz kaldigini
gostermektedir; x(t) gdzlemi sistemin tiim durumunu tasimadiginda TDE topolojiyi korusa bile metrik benzerlik bo-
zulabilir.

3 Sonug

Bu caligsmada, tek degiskenli bir zaman serisinden kaotik bir sistemin faz uzayini yeniden inga etmek icin Time Delay
Embedding yaklasimi uygulanmigtir. Gecikme 7 i¢cin AMI, gomme boyutu m icin FNN yontemleri kullanilmig ve
Lorenz ¢ekicisi tizerinde ¢aligma, yalmzca x(t) gézleminin sistemin dinamik yapisini bilyiik oranda geri kazanmada
yeterli oldugunu gostermistir.
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